Knots about Stokes\u27 Theorem by Sullivan, Michael C.
Southern Illinois University Carbondale
OpenSIUC
Articles and Preprints Department of Mathematics
1-1996
Knots about Stokes' Theorem
Michael C. Sullivan
Southern Illinois University Carbondale, msulliva@math.siu.edu
Follow this and additional works at: http://opensiuc.lib.siu.edu/math_articles
Part of the Mathematics Commons
Published in Journal of College Mathematics, 27(1), 119-122. Copyright ©1996 The Mathematical
Association of America
This Article is brought to you for free and open access by the Department of Mathematics at OpenSIUC. It has been accepted for inclusion in Articles
and Preprints by an authorized administrator of OpenSIUC. For more information, please contact opensiuc@lib.siu.edu.
Recommended Citation
Sullivan, Michael C. "Knots about Stokes' Theorem." ( Jan 1996).
 	
ﬀﬁﬂﬃﬃ! #"$ %%&'()+*,)-ﬃ!. ﬀ	'%0/
132547608:9<;=4?>@6BAC6D4?EGFH8JILKM5FH4?NOFQP
RTSVUXWY)Z\[^]`_-a	b'[V[VSdc#Y)egf	hHZ\iY)jlknm?Z\ekJo)p0R@Y#knW'Z\mqY#knSrU\s\fa	ob'ktWZ\jueTvw[r[VSVe'oSVs
xJeSrc)Z\justSrkwy)f-]zY)jt{-oe|Y)[VZ#fv~}))'w)'f	xHa	Łf
*ﬃﬀ,%%	#*)z/tﬃ/~

akno))Z\sW'Z\ojuZ\mSVsYsukXY#e|Y)ju|kno)iSVUGSVecZUktoj<U\Y)[VUb[Vbs_xJstbY#[V[ry5SrkSVsknW'Z

eY#[-ktoiSVUJSVeqY<|Sd?U\b[dkUobjustZ)_vksuknY#knZsknWY+k SdcZe¡YŁ|Sd¢£ZjtZektS¤Y){'[VZ¥cZ\U¦knoj

Z\[r|
§Y#e|@Y7sumqoo)knWojuSVZektZ\|stb'jup¨Y)UZª©¬«¥SrknWsuSVe [rZQ{o)be|Y)jly¡U\o)mqi-oeZek­]`f,Y#[V[gSre
®H¯f'«ZktWZ\e°WYcZ ±
²
§´³ﬀµŁ¶·H¸º¹(¹ﬀ»-¼¾½À¿Á§¥ÂD³ﬀÃ@¶©DÄ
Å­ZjtZqÃ3|Z\eo#knZ\s<Y°UoeknSreb'obsbeSrkc)Z\Uktoj

Z\[r|eo)jtmqY)[0kno@©zfDY)e'|=µÆSVsY°beSrk
cZUktoj

Z\[r|@kXY#e Z\ekHktoknW'Zª{o)be|Y)jly°U\bjlcZGÇÈjuZ\[VY#knZ|@kno¡ÃÉ{yTktWZCÊÌËdÍ+ÎÏÎ'Ð)Ñ-Ò
ÊÌÓ	ÔVÕ¼¾ÖJÅ`Ö­Â¦_WY#kJSrs¥«¥W'Z\e@y)ob@i-oSVek¥«¥SrktW°ktWZSVe|'Z¦×

e )Z\jJo)pDy)objJjtSV )WkJWY#e|
Y)[roe qÇØSVeTktWZ|SVjuZ\UktSVoe°o)p0µqf,«¥SrknWyo)bj`m?SV||'[VZ

e )Z\j­knY)e Zek­ktoqknW'ZŁsubjup¨Y)UZ
Y)e|ioSreknSVe' ŁSre«Y)ju|qpÙjto)mÚktWZ`{-obe'|Y)juy)f'Y#sSVeÛDSV )bjtZfyob'jknWbmª{q«¥SV[V[i-oSrek
SVe¡ktWZ|SVjuZ\UktSVoeo)pDÃ_WZUXWoSrU\Zo)pDY7eojtmqY)[£c)Z\U¦knoj

Z\[r|°pÙo)jJ©Ükno) ZktWZ\j«¥SrktW
knW'Z­juSV WkWY)e|qjtb[rZJ|'Z

eZHY)eÝ+ÊÌËÞÕ¦ÑÏÞÐ)Ï¾ËÞÝ+ÑŁpÙoj©_DWZ­knY)e Zek

Z\[r|µßo)pàÇ! SdcZs
ÇØY)e°ojuSVZ\eknY#knSroeY)s«Z[V[¾_
v«zY)ektZ\|knoCjtY)SVsuZ<knWZ<ijto{'[VZ\m:o)peo)e	wojuSVZeknY){[rZ<stb'jup¨Y)UZ\sH«¥SrktWÁm<yTU\[¤Y#stsHSre
Y¡«zYyÁknWY#k«ob'[V|L{ZGpÙbeg_qÛojmqo)ktSrc#Y#ktSVoegf£Y)stsubm?Z§áSrsY)e=Z[VZUknjuSVU

Z[V|knWY+k
SVsJSVjujto)knY#knSroeY)[¾_WY#kHSrs­½À¿Á§º¸!âã_¥Ûoj­Y)eyTU[VosuZ\|T[Vooio)p0«¥SVjuZŁ|'o	Zs`SrppÙo[V[ro«
knWY#k
±
²
§Ü³ﬀµ<¶·H¸ä'å
SVm?i[dy	Sre ¡knWZjtZCSrs<eo@eZk<U\bjujtZ\ek?Y)juobe|knWZ?«¥SVjtZæçJo«À½À¿Á§¸èâ¬SVm?i[VSrZ\s
knW'Z­cZUktoj

Z[V|SrsktWZ` jtY)|SrZ\eko#pàY<stU\Y)[¤Y#jépÙbe'UknSroeCY#e|CWZeU\ZH[rSVeZ¥SrektZ\ jtY)[VsY)juZ
iY#ktWSre|ZiZe|Z\ek\_qêb'kv­«Y)eknZ\|Lkno|oSrkb'stSVe' @akno#Z\s\àWZojtZmT_GWbsfob'j
ijuo{[VZmáSrs\f SdcZ\eqYQU\bjlcZ­ÇUY#e?«Z

e|qY)eqo)jtSVZekXY){[rZzstb'jup¨Y)UZ`©Á«¥SrktWq{-obe|Y)juy
ÇŁæéë
Z?suknY)juktZ\|«¥SrktWLktWZqUbjuc)ZqSre=ÛSV bjuZ?)Y'fàojuSVZ\ektZ\|LU\obektZ\jlU\[ro	UX«¥SVsuZ)_qWZ
m?osuk¥eY+knbjtY)[ãstbjlp¨Y)U\ZknoGknjly¡SVsfo)p0UobjustZ)f-YqRTo{Srbs¥{Y)e|£_za	ZZ<ÛSV bjuZ\s­#{TìáU)_
vWY)|¡m<yqsuktb|Zekts¥{jtSre ªstUSVsustojus¥Y)e|CkXY#iZ`kto7U\[VY)stsfY)e|¡vsuWo«Z|°ktWZ\mÈWo«äkto
mqY))Z`YªRTo{'SVbsé{Y)e|£_OWZyqib'kzY)eqíîoeCoeZ­sti-o)kY)e|Ci[VY)U\Z|CYeojtmqY)[cZUktoj
oe´Srk°¼¨YLsuWojlkqi-Z\e'U\SV[oj7iZeïU\Y)i¬«¥SV[V[|oÂ¦_´a[VSV|'SVe 5ktWZ\Srj7eojtmqY)[c)Z\U¦knojGoeUZ
Y)juobe|¬knW'Z¡suknjuSVigfOktWZy¬|'SVstUocZ\juZ\|ÜknWY+kGbio)e¬jtZktbjte'SVe Ákno5í ktWZCcZUkno)j?WY)|
jtZ¦cZjtstZ|¡Srktsé|'SVjtZUktSVoegfY#sSreÛDSr bjuZJ#U)_OWbséknWZ`RTo{Srbsé{Y)e|?SVséeo)kéojuSVZ\eknY){[VZ
ð
ktWZstbjlp¨Y)U\ZSVs7Ý+Ñ£Õ¦ñÞò¦Ë¨ÒÕtÒóôHeZŁU\Y)e5Y#[Vsto?stZZŁktWSVsJbstSre GknWZŁÖ­Å­Öf-Y)sJSVe'|SVU\Y#knZ|
SVeqÛDSr bjtZ­#{£_O`ii[dySVe knWZ`Ö­Å­ÖïknoknWZ­ob'knZj[ro	o)i?ktWZ­o)jtSVZekXY#ktSVoeqµõi'jto|bU\Zs
YCeojumY#[cZUktojÃöio)SVeknSre ob	ko)pknWZ7iY#iZjHkno«zY#jt|ÁknWZªcSrZ«Z\j\fg«¥W'SV[VZ<|oSVe' 

[VSr)Z¦«¥SVstZ­oeCknW'ZHSVee'Z\j[ro	o)io)p^ÇßmY#)Z\szÃîio)SVekktWZHo)ktWZ\j«zYy_a	o'f	knW'SVsR°o{SVb's
{Y)e'|7÷ubslk¥«¥SV[V[eo)k¥|o'_évwsktWZ\juZŁYGstb'jup¨Y)UZktWY#k¥|oZ\s«ojt	æ
WZTY)esu«Z\jqSVs7yZs\_ø]b	kqo)b'kCYÁsumY)[r[z|SrstÜY)e|ùY{SV |Srst,fzY)e'|ïi[VY)U\Z¡knW'Z
stmqY)[r[£oeZY){-ocZQknW'Z{'SV 7oeZY)so)e°ktWZ[VZpúkzSVe°ÛDSV )bjtZQû)Y'_ç­o«üUoeeZUk¥knW'Zkw«o
|Srsts«¥SrktWCY<juZ\U¦kXY)e )b[¤Y)jésuktjtSri«¥SrktWCY<WY#[rpgkw«¥Srsuk_OW'SVssubjup¨Y#U\ZQ©U[VZY#jt[ryGWY)sknW'Z
U\b'jucZ`Ç!Y)sSrktsé{-obe'|Y)juy)_O`e|?stSreU\Z¥«Z­U\Y)ebe	pÙo[V|q©=Y)e'|[¤Yy7SdkSVe7knW'Z­i[VY)eZ#f	Y#s
stW'oﬀ«¥eqSVeqÛDSV )bjtZ¥û){£fktWSVsOsubjup¨Y#U\ZJSVsojtSrZ\ekXY#{[VZ#_DWbs\f«Z`UY#eqeo«øY#ii[ry7akno))Z\s
WZojtZmT_
ç­ZÌ×	kG«Z¡|SV|ktWZCknjuZpÙoSr[Þf0suWo«¥eùSreÜÛDSV )bjtZqY'_LvkGSVs<ktWZ¡stSrmqi[rZ\slkªZ¦×'Y)m?i[rZ
o)pYCeo)k\_<ôHeZ7m?SV )Wk­{-ZªknZ\m?i'ktZ\|5knoCktjuy@YC{Y)e|5«¥SdknW5ktWjtZZ7WY)[rpOkw«¥Srsukts\_Łêb'kf
knW'Z<snY#mqZjtZ\Y)stoe'SVe ?«ZŁbstZ|@«¥SrktWTknW'Z7RTo{'SVbsJ{Y)e|@stWo«¥s`ktWSVs¥stb'jup¨Y)UZªSVs¥eoe
ojuSVZ\eknY){[VZ#_D^o<{b'SV[V|qY)eqojtSrZ\ekXY){'[VZ¥stbjlp¨Y)U\ZJpÙojknWZ¥knjuZpÙoSr[U\b'kob'kkw«o<|SVsusf'oe'Z
stmqY)[r[VZ\jHktWY)eLknWZ?o)knW'Z\jŁY)e|=i'[¤Y)UZGktWZ?stmqY)[V[rZ\jQ|SrstY){-ocZqktWZ?[¤Y)ju Z\j|Srstq÷ubslk
Y)sH{-ZpÙo)jtZ)_Łç­o«fãUoeeZUkQknW'Z\mý«¥SdknW5ktWjtZZ7WY)[rp¤Þkw«¥SVslknZ\|@suknjuSVisY#sHSVeÛDSr bjuZ<{g_
ôHeZGo)pm<y5slknb|Zekns< )o)kQknWSrsQoeLWSVsQo«¥eg_GWZG{-obe|Y#juyÁSrsQobjQknjuZpÙoSr[Þ_<JpúknZj
sto)mqZCZÌ×	iZjtSVm?Z\ektSVe @ktWZ¡U\[VY)sts<U\ob[r|¬stZZktWY#kªktWSVsŁstbjlp¨Y)U\Z¡SrsªojuSVZ\eknY){[VZ#_ôQe'Z
UY#ecSVstbY)[VSrþ\Z­YŁU\o)ektSVebob'szbeSdkeo)jtmqY)[cZ\U¦knoj

Z\[r|CÃîY#e|CstZZ­ktWY#kzSdki'jto|bU\Zs
Y7U\oe'stSVslknZek­ojuSVZ\eknY#knSroeCpÙojzknW'Z{-obe'|Y)juy)_a	Z\ZÛDSr bjtZQ)U)_
vkOSVsio)ststSr{[VZkno`U\oeslknjubUkéY)e<ojtSrZ\ekXY){'[VZéstbjlp¨Y)U\ZpÙo)j0Y)eyŁe'o)kfeo`mY#kuknZjWo«
U\o)mqi[rZ¦×_0WSrsp¨Y)U¦kSVse'oﬀ«Y)s¥aZ\SrpÙZjuk\ßszW'Z\ojuZ\m  ûgY)e|CknW'ZHstbjlp¨Y)U\Zso{'knY)SVeZ|
Y)juZU\Y)[V[rZ\|°a	ZSrpÙZjuk¥stb'jup¨Y)UZ\s\_éWZ¦yi[¤Yy¡Y#eTSrmqi-ojuknY)ekjto)[VZHSre°eo#kJktWZ\o)juy_
x­suSVe a	Z\SdpÙZ\juk\ßs?WZojtZmTf«¥W'SVUXWïv7slkXY#ktZ\|ù{b'kq|SV|ùeo)k?ijtoc)Z)f¥Y)e|akno))Z\s
WZojtZmTf«ZŁe'oﬀ«eo«üknWY+k
±
²
§Ü³ﬀµ<¶·H¸ä'å
pÙoj¥Y)ey¡sumqoo)ktW°suSVm?i[VZ`U\[Vo)stZ\|°U\b'jucZŁÇG_
vweU\Sr|Z\ekt[ryfQZ\o)jt Z?akto)Zs o)kHktWZ7SV|Z\YpÙojakto)Zs\ãWZojtZmîpÙjtomýY)eÜ#
[VZ¦ktktZ\jHpÙjto)m }ãojt|	QZ\[rcSre
  	fàiY) )Zq#¾fàktWZ7pÙobe|'Z\jo)pzeo#kktWZ\o)juy  fàstZ\U¦knSroe
_ßû¾_
ýFFHNFH2JFQ8
  <RTSVUXWY#Z\[àzknSdyY)WgfgÎÕ­ÕXÝÕ¦Ï¨Ê¡Ð)Ñ-ÒﬀÎﬁò¦ËﬃﬂXòGÝ !Ñ£Ý+ÏÙò¦f£]zY)mª{juSV| )ZŁxJeSrc)Z\j~
stSrkwy#"juZ\sus\fà	_
  %$|	«zY)ju|séì&"^Z\eey)f('Ð)Ô)ﬂ¦ÓÔ Óò+*OËúÏÙÎ?Ð)Ñ-Ð)Ô,#Ï¨Ëﬃﬂ-­ÕXÝÕ¦Ï¨Ê+fÛobjlknW.$O|SrktSVoe£f"OjtZ\e
knSVUZÅ`Y)[r[Þf)_
  ûŁhQY)[VZQÖ¥o[dpÙstZ\e£f/!Ñ£Ý+ÏÙò<Ð)Ñ-Ò10DËúÑ32ò¦f4"b'{[VSrstWoj"ZjtSrstWgf,vweU#_rfã65)'_

Index finger
Thumb
Middle
finger
C
S
ÛSV bjuZª67OWZjtSr Wk¥WY)e|°jtb'[VZ?¼¾ÖJÅ`Ö­Â
û
YÂ {,Â
T
N
T
N
UÂ
ÛDSr bjtZH87OYÂéWZQU\bjlcZÇG_O{,ÂWZQUbjuc)ZÇﬂ{-obe|'s¥Y7RTo{Srbsz{Y#e|g_UÂzR°o{SVb's
{Y)e'|TSrseo)k¥ojuSVZ\ektSV{[rZ)_

YÂ
{,Â
ÛDSr bjtZ­û37OYÂ­eCojtSrZ\ekXY#{[VZJstbjlp¨Y)U\ZQ©pÙojktWZ`Ubjuc)ZQÇ?_O{ÂéWZ­stbjlp¨Y)U\Z©U\Y)eC{-Z
i[VY)U\Z|°Sre¡knWZi[VY)eZ)_

YÂ
{,Â
ÛDSr bjtZ47YÂJ`e@ojtSrZ\ekXY){'[VZstbjlp¨Y)U\Z7©ùpÙojJktWZŁktjtZ¦pÙoSV[¾_{,ÂJWZ<stbjlp¨Y)U\Zª©cSrZ«Z\|
pÙjto)mÈknW'ZsuSV|Z#_

